ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ
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Решение одной линейной задачи 
теории оптимального управления 
с подвижным левым концом
Рассмотрена задача линейного оптимального управления с подвижным левым концом и терминальным критерием качества. Показано, что вывод условий оптимальности принципа максимума, в предположениях, сделанных относительно управляемого динамического объекта, существенно упрощается. В случае, когда критерий качества имеет вид расстояния от конечного положения фазового вектора до выпуклого компакта, процедуру построения оптимального управления можно свести к решению задачи математического программирования специального вида. Рассмотрены модельные примеры.
1. Постановка задачи теории оптимального 
управления с подвижным левым и свободным 
правым концом (время фиксировано)

Движение динамического объекта описывается обыкновенным векторным дифференциальным уравнением 
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фазовый вектор объекта, 
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вектор управляющих параметров. Множество 
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 компактно. Относительно функции 
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 принимаются стандартные в теории оптимального управления предположения
1) локальные условия Липшица
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2) условия продолжимости решения 
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Начальное положение фазового вектора 
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 выбирается из области 
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непрерывно дифференцируемые функции. На конечное положение фазового вектора 
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 никаких ограничений не накладывается. Управление объектом осуществляется в классе интегрируемых программных управлений, т. е. в классе функций вида 
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. Множество всех допустимых программных управлений обозначим символом 
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. Цель управления динамическим объектом состоит в минимизации функционала 
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 непрерывно дифференцируемая функция. Таким образом, решается следующая задача.
Задача 1. Определить начальное положение фазового вектора 
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 и допустимых программных управлениях 
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 обозначено движение динамического объекта, выходящего из начального положения 
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 и порожденного допустимым программным управлением 
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2. Необходимые условия оптимальности в форме 
принципа максимума Л.С. Понтрягина

Необходимые условия оптимальности решения задачи 1 формулируются на основе принципа максимума Л.С.Понтрягина [4]. 
Теорема 1. Пусть 
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Тогда необходимо
1. 
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где 
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2. Существуют числа 
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В случае, когда дифференциальные уравнения движения (1.1) линейны, т.е. имеют вид
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а функция 
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 выпукла, доказательство теоремы 1 существенно упрощается. Действительно, в этом случае имеет место формула Коши [2]
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где 
[image: image45.wmf][

]

[

]

0

,,,,

XtttT

tt

Î-

фундаментальная матрица Коши для однородного дифференциального уравнения 
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Условие 1 теоремы 1 тогда является следствием критерия минимума выпуклой дифференцируемой функции 
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где 
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 область достижимости управляемого объекта, и очевидного равенства 
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Условие 2 теоремы 1 выводится на базе необходимых условий минимума [1] в задаче математического программирования с ограничениями в форме неравенств
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При этом предположение 
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 обеспечивает регулярность минимума в этой задаче.
3. Модельный пример 1
Рассмотрим линейный управляемый динамический объект
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image62.wmf]320
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Множество 
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 показано на рис. 1.

Выпишем необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума Л.С.Понтрягина. Функция Л.С.Понтрягина здесь имеет вид
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Оптимальное управление 
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В предположении, что 
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Подставим (3.2) в (3.1). В результате получим
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(3.3)

Система дифференциальных уравнений и граничные условия для вектора сопряженных переменных имеют вид
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  (3.5)

В соответствии с теоремой 1 выпишем граничные условия на левом конце траектории:
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Общее решение системы дифференциальных уравнений (3.3)–(3.4), имеет вид
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      (3.7)
Перепишем граничные условия (3.5) на правом конце и граничные условия (3.6) на левом конце с учетом равенств (3.7). Имеем


[image: image85.wmf]1

с


[image: image86.wmf]1

10

22

12

22

12

1020

2222

1212

10

1010

c

x

cc

cc

xx

cccc

p

pp

æö

ç÷

---

ç÷

+

èø

=

æöæö

ç÷ç÷

---+--+

ç÷ç÷

++

èøèø

,


[image: image87.wmf]2

с


[image: image88.wmf]2

20

22

12

22

12

1020

2222

1212

10

,

1010

c

x

cc

cc

xx

cccc

p

pp

--+

+

=

æöæö

ç÷ç÷

---+--+

ç÷ç÷

++

èøèø



[image: image89.wmf]110210

11232

22

1010

2(1)

,2,

164(1)

xx

сс

xx

mm

mmm

-

+=+-=

---


[image: image90.wmf](

)

2

12010

2160,

xx

m

--=



[image: image91.wmf](

)

2

22010320

24(1)0, 0,

xxx

mm

---=-=



[image: image92.wmf]22

20102010

2160, 24(1)0,

xxxx

--£---£



[image: image93.wmf]20

0

x

-£



[image: image94.wmf]310420

, c, 0,  1,3.

i

cxxi

m

==³=


(3.8)
В результате получилась система из девяти уравнений и шести неравенств относительно девяти неизвестных 
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Вычисления проводились с применением пакета MATHEMATICA. Непротиворечивым оказался только случай 5. Этому случаю удовлетворяет следующий набор значений неизвестных

[image: image104.wmf]10

20

1

0,741955,

1,96529,

0,755242,

x

x

c

=-

=

=-

  
[image: image105.wmf]2

3

4

0,655446,

0,741955,

1,96529,

c

c

x

=

=-

=

  
[image: image106.wmf]1

2

3

0,227264,

0,200918,

0

m

m

m

=

=

=

    (3.9)
[image: image211.wmf]5

Подставляя решение (3.9) в формулы (3.7) и (3.2), определяем программное управление 
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, удовлетворяющее условию принципа максимума. Интегрируя систему дифференциальных уравнений (3.3) с полученным программным управлением и начальными условиями, получим траекторию движения 
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4. Задача наведения на целевое множество
Пусть 
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Для произвольной начальной позиции 
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где символом 
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 обозначена замкнутая 
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Определение 1. Величина 
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На рис. 3 дана геометрическая иллюстрация приведенного определения. Известно, [3] что условие 
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имеет место тогда и только тогда, когда 
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В силу формулы Коши (2.2) перепишем (4.2) в виде
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где 
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. Заметим [3], что максимум в равенстве (4.3) достигается на единственном векторе 
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Очевидно, что величина гипотетического рассогласования совпадает с оптимальным значением критерия качества для данной начальной позиции. Справедлива следующая теорема [3], выражающая необходимые условия оптимальности программного управления, т.е. управления, обеспечивающего значение критерия качества, равного гипотетическому рассогласованию.
Теорема 2. Пусть 
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при почти всех 
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Понятие гипотетического рассогласования можно обобщить на случай, когда проекция начальное положение фазового вектора 
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Необходимые условия оптимальности здесь принимают следующий вид [3].
Теорема 3. Пусть 
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 является  решением задачи оптимального управления. Тогда 
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5. Модельный пример 2

Задачу управления для линейного управляемого динамического объекта, описанного в модельном примере 1, будем трактовать как задачу наведения на целевое множество 
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Имеем
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Последовательно вычисляем
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Таким образом,
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При этом структура оптимальных управлений имеет вид
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Решим следующую задачу на условный минимум
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Функция Лагранжа для нее имеет вид
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Выпишем необходимые условия минимума [1]
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В результате получилась система из шести уравнений и шести неравенств относительно шести неизвестных 
[image: image185.wmf]01231020

,,,,,

xx

llll

. 
Предположение 
[image: image186.wmf]0

0

l

=

 приводит к равенству 
[image: image187.wmf]0.

l

=

 Тогда 
[image: image188.wmf]0

1

l

=

. Далее последовательно были рассмотрены семь случаев       1) 
[image: image189.wmf]123

0,0,0

lll

>==

, 2) 
[image: image190.wmf]123

0,0,0,

lll

=>=

 
3) 
[image: image191.wmf]123

0,0,0

lll

==>

, 4) 
[image: image192.wmf]123

0,0,0

lll

>>=

, 
5) 
[image: image193.wmf]123

0,0,0

lll

>=>

, 6) 
[image: image194.wmf]123

0,0,0

lll

=>>

,

7) 
[image: image195.wmf]123

0,0,0

lll

>>>

.

Вычисления проводились с применением пакета MATHEMATICA. Непротиворечивым оказался только случай 5. Этому случаю удовлетворяет следующий набор значений неизвестных
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Подставляя полученные значения в (5.1), получим
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Оптимальное управление получается после подстановки величин (5.3) в формулу (5.2).
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Оптимальная траектория строится в результате интегрирования дифференциальных уравнений движения с оптимальными начальными условиями после подстановки в них оптимальных управлений
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Полученное нами управление действительно является оптимальным в силу выполнения равенства
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Заметим, что результаты расчетов для первого модельного примера и второго полностью совпали.
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Рис. 2
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